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Nimeros primos e Teorema Fundamental da Aritmética
Testes de primalidade/Fatoragao

Maximo Divisor Comum (MMC) e Minimo Miiltiplo Comum
(MDCQ)

Funcdo Aritmética

Soma e quantidade de divisores de um nimero
Algoritmo de Euclides

Func3do Totiente de Euler

Equacdes Diofantinas

Crivo de Eratdstenes

Soma Harmdnica

Aritmética Modular

Exponenciacao Répida

Teorema de Fermat/Euler

Inverso modular

Teorema Chinés do Resto (TCR)

Teorema de Wilson e Teorema de Lucas



Cronograma

Dia 2
» Ordem Multiplicativa
» Raiz Primitiva
» Logaritmo Discreto
» Funcdo de Mobius
» Inversdo de Moebius
>

Lema Harmoénico
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> Nudmeros primos: Nimeros inteiros que possuem exatamente
2 divisores: 1 e ele mesmo.



Niumeros Primos e Teorema Fundamental da Aritmética

> Nudmeros primos: Nimeros inteiros que possuem exatamente
2 divisores: 1 e ele mesmo.

» Teorema Fundamental da Aritmética: Todo nimero
inteiro positivo pode ser escrito como um produto tnico de
fatores primos.



Niumeros Primos e Teorema Fundamental da Aritmética

> Nudmeros primos: Nimeros inteiros que possuem exatamente
2 divisores: 1 e ele mesmo.

> Teorema Fundamental da Aritmética: Todo nimero
inteiro positivo pode ser escrito como um produto tnico de
fatores primos.

» Todo inteiro positivo n pode ser escrito como
n=ptpy?--- po* (fatoragdo de n) para algum k > 0 inteiro,
pi distintos, a; > 0.



Teste de primalidade/fatora¢do

» Divisdo por tentativa - testar se n é divisivel por algum dos
niimeros menores ou iguais a \/n.



Teste de primalidade/fatora¢do

» Divisdo por tentativa - testar se n é divisivel por algum dos
niimeros menores ou iguais a \/n.

» Pollard Rho Algorithm - probabilistico em O(n%)
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Maximo Divisor Comum (MDC/GCD) e Minimo Miiltiplo
Comum (MMC/LCM)

» gcd(a, b):= O maior inteiro positivo que divide a e b.
» lcm(a, b):= O menor inteiro positivo que é divisivel por a e b.

(CANe ] (93

PSea:pl Py’ - Py

ged(a, b) = pTin(alyﬁl)p;i"(a2752) . p?in(ak,ﬁk)

lcm(a, b) = p;nax(al,ﬂl)p;ax(az,ﬁz) o p;nax(ak,ﬁk)
» Dizemos que a e b sdo coprimos se gecd(a, b) = 1.

» Uma propriedade que temos é ab = gcd(a, b) lem(a, b).



Funcao Aritmética

» Uma funcdo aritmética f é
Aditiva se f(mn) = f(n) + f(m) para todos niimeros inteiros
n e m coprimos.
Multiplicativa se f(mn) = f(n)f(m) para todos nimeros
inteiros n e m coprimos.

» S3o fungdes aritméticas multiplicativas: Quantidade de
divisores, Soma dos divisores, Funcdo Totiente de Euler,
Funcdo de Moebius.



Soma e quantidade de divisores de n
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Soma e quantidade de divisores de n

> Se n=p*py?---pp* e d divide n (escrevemos d|n) temos

d= p11p22---pf", com 0 < B; < aj.
» Quantidade de divisores de n:

din)=(a1+1)x(ap+1) - (ax + 1)

» Soma dos divisores de n:

ng-i-l 1 N p?k"rl 1

pr—1 p—1 Pk —1

aq+1 _ 1
o(n) =21




Funcao Totiente de Euler

» ¢(n) := Quantidade de nimeros inteiros entre 1 e n que sdo
coprimos com n.
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» ¢(n) := Quantidade de nimeros inteiros entre 1 e n que sdo
coprimos com n.
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Funcao Totiente de Euler

» ¢(n) := Quantidade de nimeros inteiros entre 1 e n que sdo
coprimos com n.

a1 Q0 (C7 N

> Sen=p;'p,

¢(n) = (p1 — 1)p{* H(p2 — 1)p5> 1+ (o — 1)pp* !

» Outra forma de calcular ¢(n) é



Algoritmo de Euclides
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Algoritmo de Euclides

» Sejam a e b inteiros positivos com a > b. Os divisores comuns
de a e b s3o os mesmos divisores comuns de a — b e b.

» Em particular, ged(a, b) = ged(a — b, b). Dai obtemos

gecd(a, b) = ged(a%b, b) = ged(b, a%b)
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Equagdes Diofantinas/Lema de Bézout

» Sejam a e b inteiros com gcd(a, b) = d. Entdo, existem
inteiros x e y tais que ax + by = d.

P> Mais precisamente, dada uma solugao inicial xp e yp com
axp + byp = d, todas as outras solu¢cbes sao da forma
X =xp+ gk ey = yo— 5k, k inteiro qualquer.

» Podemos encontrar uma solu¢do inicial pelo Algoritmo de
Euclides estendido.
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Crivo de Eratdstenes

» E um algoritmo para achar todos os primos entre 1 e n.
» Também utilizado para calcular fun¢des aritméticas.

n n .
> >, % ~nlogn



Alguns resultados sobre primos

» A quantidade de primos menores ou iguais a n é
approximadamente nlog n.

» O k-ésimo primo é approximadamente igual a k log k.
P Para todo inteiro n, existe um primo entre n e 2n.

» Teorema de Dirichlet: Para quaisquer inteiros a e b
coprimos, existem infinitos primos da forma ax + b.



Aritmética Modular

» Dado um inteiro m > 0 (chamado mddulo), dois inteiros a e b
sdo ditos congruentes se existe k inteiro tal que a — b = km.
E denotado por a = b.

» Congruéncia médulo m é uma relagcdo de equivaléncia que é
compativel com as operacdes de adicdo, subtracio e
multiplicac3o.



Propriedades da Congruéncia Modular
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Reflexividade: a = a (mod n)

Simetria: Se a = b (mod n), entdo b = a (mod n), para
todos os inteiros a, b e n.

Transitividade: Se a= b (mod n) e b= c (mod n), entdo
a=c (mod n).

Se a; = by (mod n) e a = by (mod n),ouse a=b

(mod n), entdo:

Translagdo: a+ k = b+ k (mod n), para qualquer inteiro k.
Escalar: ka = kb (mod n), para qualquer inteiro k.

Adigdo: a; + a2 = by + by (mod n).

Subtragdo: a; — a; = by — by (mod n).

Multiplicagdo: aja; = b1b, (mod n).

Exponenciagdo: a¥ = b* (mod n), para qualquer inteiro no
negativo k.

Polindmio: p(a) = p(b) (mod n), para qualquer polinémio
p(x) com coeficientes inteiros.



Teorema de Euler/Fermat

» Se a e n sdo coprimos:
» Teorema de Euler: a%(") =1 (mod n).
» Em particular, se n = p, p primo:

> Teorema de Fermat: 2"~ =1 (mod p).



Exponenciacdo Rapida

» Podemos calcular 2 mod m em O(log x)

k k k.
> Se x =2k ke .. ke g = 527 527 L. g2



Inverso Modular

» Se a e n sdo coprimos, entdo existe b tal que ab=1 (mod n).

» Denotamos b por a L.

> Temos que a~* = a®(Ma~1 = 2#(M 12571 = 2%("~1 (mod n)



Teorema do Chinés do Resto (TCR)

» Sejam my, my,--- my > 1 inteiros, coprimos dois a dois. Seja
M:mlmg---mk.
Para quaisquer inteiros ai, ap, - - - , a, existe um dnico inteiro
0 < x < M tal que:

x=a; (mod my)

x=ay (mod my)

x=ak (mod my)



Teorema de Wilson e Teorema de Lucas

» Teorema de Wilson: (p —1)! = —1 (mod p), se p é primo.



Teorema de Wilson e Teorema de Lucas

» Teorema de Wilson: (p —1)! = —1 (mod p), se p é primo.
» Teorema de Lucas: Sejam m e n niimeros inteiros n3o
negativos, p um ndmero primo e sejam

m=mo -+ mp+---mg_1p* + myp*

n=ng+np+--m_1p"t + nep*

as expansbes de m e n na base p. Entdo

(D=1 () oas
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> A ordem multiplicativa de a médulo n é o menor inteiro
positivo d tal que a? =1 (mod n). Denotamos por ord,(a).
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Ordem Multiplicativa

> A ordem multiplicativa de a médulo n é o menor inteiro
positivo d tal que a =1 (mod n). Denotamos por ord,(a).

> Seja k inteiro tal que a¥ =1 (mod n). Entio d|k.
> a0 al a2 ... a9 1 s30 todos distintos médulo n

> ord,(a)[é(n)



Ordem Multiplicativa

v

A ordem multiplicativa de a médulo n é o menor inteiro
positivo d tal que a =1 (mod n). Denotamos por ord,(a).
Seja k inteiro tal que a¥ =1 (mod n). Ent3o d|k.

03l a2 ... a0l

ordy(a)|¢(n)

Se p é primo e d|p — 1, entdo existem ¢(d) nimeros
0 < x < p tais que ordy(x) = d.

sdo todos distintos médulo n

vvyyypy



Raiz Primitiva

» Dizemos que g é uma raiz primitiva médulo n se

ord,(g) = ¢(n).
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Raiz Primitiva

» Dizemos que g é uma raiz primitiva médulo n se
Ordn(g) = ¢(n)

> g% gl g2 -, g? M1 médulo n sio todos os nimeros
coprimos com n.

» Os lnicos nimeros que possuem alguma raiz primitiva sdo
2,4,pk,2pk.



Logaritmo Discreto

» Consiste em achar o menor inteiro x tal que ¥ = v (mod n).
Nem sempre possui solucao.

» Um dos algoritmos utilizados é o baby-step giant-step.



Funcao de Mobius

» A funcdo de Mobius é definido como

1 sen=1,
p(n) =< (—=1)k se n é o produto de k primos distintos,
0 sen divisivel por algum quadrado > 1.

» A funcdo de Moebius satisfaz

> n(d) = {(1) el
d|n

sen>1.

» Essa igualdade leva a Férmula de Inversiao de Moebius.



Inversao de Moebius

> Se f e g sdo funcdes aritméticas satisfazendo

= Z f(d)para todo inteiro n > 1

entao

Z,u para todo inteiro n >1

» E, de certa forma, uma inclusio-exclusdo nos divisores.
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Lema Harmonico

» Considere o seguinte problema: Calcule Y ;|

]
I.

-3 <3

» Existem no médximo 24/n valores distintos de |

» Podemos iterar pelos valores tinicos de |7 |.

> O maior y tal que | 2] = []] para x inteiro é y = |

X

3

,_
X |3
[
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