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Definicdes e Notacao

« Grafo orientado G = {V, E}
« V € o conjunto de vertices.
Ex:V ={A, B C, D}

» E € o conjunto de arestas (pares ordenados
de vertices).

Ex: E ={(A, B), (A,C), (B,C), (C,D)}

» Grafo ponderado: cada aresta e tem um peso
associado w(e).

Ex:
w((A, B)) = 3
w((AC) =2
w((B,C)) =1

w((CD)) =4



Redes

* Rede:
» Grafo orientado G = {V, E}
» Dois vertices especiais:
 Fonte S
e DrenoT

» Cada aresta e tem uma capacidade c(e)

» Analogia: Sistema de estradas de mao unica.
» Fonte: Fabrica de onde saem caminhdes

» Dreno: Deposito onde os caminhdes devem
chegar

» (Cada estrada com capacidade em
caminhdes /minuto.
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Fluxos

e Fluxo:
e Cada aresta e recebe um valor f(e)
» Restricoes:

c 0< f(e) <c(e)

* Para qualquer vérticev#S, T:

> f((u, v) = D f((v, u))

(u,v)eE (v, u)e E

> #{(u, v))

> (v, u))
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Problema do fluxo maximo

* Entrada:
« Grafo orientado G = {V, E}

e S, TeVv

« Capacidade de cada arestac: E —Z

) Fluxo Total =7
» Saida:

* Fluxo em cada aresta f : E — Z, tal que:

o frespeite as restricdes de fluxo

o O fluxo total seja o maximo possivel

* Teorema do fluxo inteiro



Exemplo

UVA 11418 - Clever Naming Patterns

* N problemas para serem nomeados

* k; nomes possiveis para o i-ésimo problema.

» Escolher nomes para os problemas de maneira que

um comece com A, outro com B, e assim até a
N-ésima letra do alfabeto.

Exemplo:
o Problema 1: Abacate, Banana
o Problema 2: Amora, Banana, Cenoura

o Problema 3: Brdcolis, Cenoura



Exemplo

UVA 11418 - Clever Naming Patterns

* N problemas para serem nomeados
* k; nomes possiveis para o i-ésimo problema. @
» Escolher nomes para os problemas de maneira que

um comece com A, outro com B, e assim até a
N-ésima letra do alfabeto.

®

Exemplo:
o Problema 1: Abacate, Banana
o Problema 2: Amora, Banana, Cenoura @
o Problema 3: Brdcolis, Cenoura

* Suponha que pode existir mais de uma solucao, ou
nenhuma solucao.

Brocolis



Exemplo

o Problema 1: Abacate, Banana

o Problema 2: Amora, Banana, Cenoura

o Problema 3: Brocolis, Cenoura 6
Abacate

1/

1
oV
Q 1/1 G 11
Amora

Brocolis



Algoritmo para encontrar fluxo maximo

* Entrada:
e G={V, E}

c(e):E—Z

* Ideia: Adicionar fluxo de S para T enquanto for possivel.
* Inicia fluxo em todas as arestas com zero
 Cria grafo auxiliar G" com pesos cA((u, v)) = ¢((u, v))
« Enquanto existir um caminho P de S até T em G*
* Seja x menor peso de uma aresta em P
» Para toda aresta (u, v) em P:

* cA((u, v)) -=x

« f((u, v)) = c((u, v)) - c*((u, v))
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Algoritmo para encontrar fluxo maximo

* Entrada:
e G={V, E}

e c(e):E—Z

* Ideia: Adicionar fluxo de S para T enquanto for possivel.
* Inicia fluxo em todas as arestas com zero
 Cria grafo auxiliar G" com pesos cA((u, v)) = ¢((u, v))
« Enquanto existir um caminho P de S até T em G*
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« Essa estratégia sempre resulta no fluxo maximo? NAO!
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Algoritmo para encontrar fluxo maximo

* Problema: O algoritmo anterior pode acabar com os caminhos de S
até T e ainda apresentar um fluxo sub-étimo.

* Ideia: Dar uma maneira do algoritmo retirar fluxo ja alocado nas
arestas.




Algoritmo para encontrar fluxo maximo

* Problema: O algoritmo anterior pode acabar com os caminhos de S
até T e ainda apresentar um fluxo sub-étimo.

* Ideia: Dar uma maneira do algoritmo retirar fluxo ja alocado nas
arestas.

* Criar grafo GR Para cada aresta (u, v) em G:
cR((u, v)) = c((u, v))
cR((v, u)) = 0 se (v, u) ndo for parte de G
* e atualizar pesos com:
cR((u, v)) -= x
cR((v, u)) +=x

f((u, v)) = c((u, v)) - c*((u, v))




Algoritmo para encontrar fluxo maximo

Novo Algoritmo:
Inicia fluxo em todas as arestas com zero
Cria grafo auxiliar GRcom pesos cR((u, v)) = c((u, v))
Enquanto existirum caminhoP deSaté Tem G
Seja x menor peso de uma aresta em P
Para todo (u,v) em P
c¥((u, v)) -= x
cR((v, u)) += x

((u, v)) = c((u, v)) - ((u, v))
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Algoritmo para encontrar fluxo maximo

Complexidade:

Algoritmo de Ford-Fulkerson
O(|E|F)

* Novo Algoritmo:

* |nicia fluxo em todas as arestas com zero BES ou DFS

O(lE])

* Cria grafo auxiliar GRcom pesos cR((u, v)) = c((u, v))

* Enquanto existirum caminhoP de S até Tem G
* Seja x menor peso de uma arestaem P

 Paratodo (u,v)emP
Pelo menos +1 de

Fluxo a cada iteracao
— O(F) iteracoes

« c’((u,v)) =x
e cR((v, u)) +=x

* f((u, v)) = c((u, v)) - ¥((u, v))




Algoritmo para encontrar fluxo maximo

Algoritmo de Edmonds-Karp

* Ford-Fulkerson usando uma busca em largura (BFS) para encontrar o
. .. R . .
caminho minimo em G~ entre S e T a cada iteracao.

* Caminho minimo em numero de arestas, ndao em soma dos pesos!

* Complexidade: O(E 2 V)




Algoritmo para encontrar fluxo maximo

Algoritmo de Dinic
 Também usa o conceito de grafo residual

 Complexidade:
« O(EV?) no caso geral
. O(E\/v) para redes nas quais:
* Todas as capacidades sao 1

* Com excecao de S e T, todos os vértices
tem grau de entrada ou saida 1.

Brocolis



Exemplo

URI 2354 - Kill the Werewolf
* N (<=50) jogadores, um deles é secretamente é um lobisomem

* Duas fases:

* Na primeira cada jogador escolhe dois alvos (outros
jogadores)

e Depois da primeira o lobisomem revela sua identidade

* Nas segunda cada jogador escolhe um dos dois alvos que
definiu na primeira. O alvo que tiver mais votos “morre”.

* Lobisomem é o ultimo a votar e vence se nao for o jogador
com mais votos (vence em empates)

* Entrada: Alvos de cada um dos N jogadores

e Saida: Quantos jogadores venceriam se fossem o lobisomem e
todos jogassem de forma otima

Ex:

N=4

1->3 4
2->1,4
3->4,1
4->31

2 Jogadores vencem como lobisomem: 2 e 3



Exemplo

Resolver para cada jogador sendo
o lobisomem.

e Todos os M jogadores que
escolheram o lobisomem como
alvo votam nele.

e Sektemaebcomo alvos, k liga
ema’e b’ com cap. 1.

* Sligaem kcom cap. 1 se:
* k-ésimo jogador néo é o
lobisomem
* k-ésimo jogador ndo tem
lobisomem como alvo

* Se k’ ndo é alvo do lobisomem, liga
em T com cap. M-1

* (Caso contrario, ligaem T com M-2

* Lobisomem ganhase o
fluxo total < N-M-1



Aplicacao: Corte Minimo

* Problema do corte minimo

* Entrada: um grafo orientado G = {V, E} e dois vértices S, T.

* Um corte é definido por A e B:

A,BCV
ANB=¢
AUB=V
SeA
TeB

* Seja o valor de um corte a soma dos pesos das arestas que saem de
vértices em A e vao para vértices em B.

* Queremos achar o corte com menor valor.

e Teorema do fluxo maximo e corte minimo:

Fluxo Total Maximo = Valor do Corte Minimo

A={S, 1,25}
B={3,4,T}
Valor do Corte:4+3+3 +5=15



Aplicacao: Corte Minimo

* Problema do corte minimo

* Entrada: um grafo orientado G ={V, E} e dois vértices S, T.

* Um corte é definido por A e B:

A BCV
ANB=¢
AUB=V
SeA
TeB

* Seja o valor de um corte a soma dos pesos das arestas que saem de
vértices em A e vao para vértices em B.

* Queremos achar o corte com menor valor.

e Teorema do fluxo maximo e corte minimo:

Fluxo Total Maximo = Valor do Corte Minimo

* Para encontrar A: todos os vértices aos quais se pode chegar de A sem
usar arestas com a capacidade completamente ocupada

A = {SI 1I 2) 4}
B={3,5,T}
Valor do Corte: 5+3 =8



Exemplo

e Territdrio retangular N x M

* Duas posicoes distintas sao as cidades Ae B

* E possivel se mover entre duas posicdes com uma aresta em
comum

e Algumas posicoes sao montanhas, nao é possivel passar por elas A

* E possivel construir muros em adjacéncias especificas




Exemplo

e Territdrio retangular N x M
* Duas posicoes distintas sao as cidades Ae B

* E possivel se mover entre duas posicdes com uma aresta em
comum

e Algumas posicoes sao montanhas, nao é possivel passar por elas
* E possivel construir muros em adjacéncias especificas

* Qual o menor numero de adjacéncias nos quais teriamos que
construir muros para gue nao seja possivel ir de uma cidade a
outra?




Exemplo

e Cada posicdo gue nao as montanhas é um vértice, com A e B sendo
a fonte e o dreno.

e Arestas nos dois sentidos em cada adjacéncia.

* Adjacéncias onde pode se construir muros: capacidade =1

* Adjacéncias onde nao se pode construir muros:
capacidade = oo

e Solucao: Corte minimo = NUmero minimo de muros

Obs: cuidado com overflow em casos que nao existe solucao!




Exemplo

Uma fabrica pode aceitar N servicos, cada um com pagamento P,
Existem M maquinas que podem ser compradas

Para fazer o i-ésimo servigo a fabrica precisa comprar k; maquinas m
ooy My

i Miz
Cada maquina tem um custo c;, e so precisa ser comprada uma vez (pode

ser compartilhada entre diferentes servicos).

Escolhendo os servicos de forma 6tima, qual o maior lucro que a fabrica
poder ter?

Restricdes:

1<N,M<100
lSpi,Ci <5000
lSkiSM



Exemplo

e \/értices

e \értices para 0s servicos e maguinas

* Lado da fonte: servicos escolhidos

* Lado do dreno: servicos nao
escolhidos

* Arestas

* Entre a fonte e os servigos:
capacidade é o pagamento do
servico

* De cada maquina ao dreno:
capacidade é o custo da maquina

* Entre cada servico e as maquinas
necessarias: capacidade infinita

* Seja P a soma de todos os pagamentos
possiveis

1->1,2
2->3
3->1,3

* Solugao: P — Corte Minimo



Exemplo

e \/értices

e \értices para 0s servicos e maguinas

* Lado da fonte: servicos escolhidos

* Lado do dreno: servicos nao
escolhidos

* Arestas

* Entre a fonte e os servicos:

capacidade é o pagamento do
servico ( e

* De cada maquina ao dreno:
capacidade é o custo da maquina

* Entre cada servico e as maquinas
necessarias: capacidade infinita

* Seja P a soma de todos os pagamentos

possiveis
1->1,2

2->3
3->1,3

* Solugao: P — Corte Minimo
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https://cp-algorithms.com/graph/push-relabel.html
https://bit.ly/3KAih2k
https://cp-algorithms.com/graph/push-relabel-faster.html
https://bit.ly/3KBDyZq
https://cp-algorithms.com/graph/flow_with_demands.html
https://bit.ly/3Iwng2r
https://github.com/kth-competitive-programming/kactl/blob/main/content/graph/GomoryHu.h
https://bit.ly/35flVP9

